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Representando Conjuntos e Elementos;
Pertinéncia
Um conjunto é um ente matematico definido pelos axiomas da teoria dos
conjuntos, como comentado antes.

Intuitivamente, é uma colecao de objetos.

Pare e pense: essa nocao intuitiva nao define nada, € apenas uma definicao
circular, recorre a si mesma para se definir.

Entao vamos supor que temos uma teoria dos conjuntos que corresponde a
essa noc¢ao intuitiva, mas com uma boa fundamentacao logica.
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Representando Conjuntos e Elementos;
Pertinéncia

Conjuntos e elementos podem ser representados por quaisquer simbolos.

Em geral, mas nao sempre, conjuntos sao representados por letras
maiusculas ou combinacdes com outros simbolos:

A B C X R,

Um conjunto € formado pelos seus elementos e a relacao entre conjuntos e
elementos é chamada de pertinéncia, sendo representada por €.

Exemplo: Dado o conjunto
X =1{2,4,5,7,10}

temos
2 € X,queselé “2 estaem X” ou “2 pertence a X”
Assim, também: 4 € X,5€ X,7 € X, 10 € X.
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Representando Conjuntos e Elementos;
Pertinéncia

Exemplo: Dado o conjunto
X =1{2,4,5,7,10}

femos

2 € X,queselé “2 estaem X” ou “2 pertence a X”
Assim,também:4 € X,5€ X,7 € X, 10 € X.

Por outro lado, quando um elemento nao pertence ao conjunto, como € o
caso de —1 em relagdao ao conjunto X acima, escrevemos
—1¢X .

Damesmaforma:t & X,e € X,9 & X etc.
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Exercicio

Utilizando os simbolos € ou &, relacione os elementos com os conjuntos A = {1, 3,5, 7, ...} e
B={-1, -3, -5, -7,..}).

a)3eA c)—-1eA e) —3eB

b)5eB d7eA fy =7TeA
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Relacao de inclusao e a implicacao logica

* Considere dois conjuntos quaisquer A e B.

* Suponha que se verificou que os conjuntos A e
B satisfazem a seguinte propriedade:

XEA>xERB

* Neste caso, todos os elementos de 4 sao
também elementos de B, entao dizemos que A
é subconjunto de B, ou que A esta contido em
B, e representamos esta ideia por

ACB
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B

Representacao grafica
muito usada em conjuntos,
chamada diagrama de Venn




[gualdade entre Conjuntos

 Embora num nivel mais superficial seja facil identificar quando dois
conjuntos sao iguais, para demonstracoes mais abstratas é
interessante ter uma definicao precisa e sem qualquer ambiguidade.

* Dois conjuntos A e B serao iguais quando um for subconjunto do
outro, ou seja, quando A € Be B C A.
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Exemplo

Os conjuntos

A={nezZ;-5+4n="7)
B = {3}

sdo iguais, embora, a primeira vista, sejam definidos de formas diferentes.

Demonstrar que B C A significa mostrar que 3 é um namero inteiro tal que a
equacao —5 + 3n = 7 vale paran = 3.

Demonstrar que A C B significa mostrar que todo numero inteiro n que
satisfaz a equacdao —5 + 4n = 7 esta contido em B = {3}, ou seja, que 3 é a
unica solucao da equacao.
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Exercicios

Propostos

5 Utilizando os simbolos C ou &, relacio-
ne os conjuntos A = {0, —1, =3, =5},
B= (-3, —5}leC= {0, —1}.

a) AeB c) AeC
b) Be A d) CeA

Utilizando os simbolos C ou €, relacio-
ne os conjuntos A = {x | x € um estado fisi-
co da matéria}, B = {sdlido, liquido} e
C = {liquido, gasoso}.

3) AeB c) Ae(C

b) Be A d) CeA
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Definindo um Subconjunto por uma Propriedade:
O Axioma da Especificacao

* O Axioma da Especificacao da teoria dos conjuntos nos garante que, dado um
certo conjunto 4, podemos definir um subconjunto B deste conjunto A a
partir de uma dada propriedade p(x), ou seja, uma sentenca aberta, relativa
aos elementos de A. Este conjunto € representado assim:

B={x€eA;plx)}

* Obs.: pode ser; (ponto e virgula), : (dois pontos) ou | (barra).

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2024



Definindo um Subconjunto por uma Propriedade:
O Axioma da Especificacao

Exemplo a) Sendo o conjunto A = N = {1, 2, 3,4, ... }, determine os
subconjuntos abaixo:

B ={ne€A;népar}

C ={n € A;néimpar}
X={neAd;2n+1 =25}
Y={neA;3n—4 =20}
Z={n€A;10 <n? < 64)
U={n€eAd;10 <7n+ 20 < 64}
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O Conjunto Vazio

Como a propriedade p(x) € completamente genérica (desde que nao seja
auto-referente, ou seja, se refira a apenas elementos de A, ndo o proprio A),
podemos colocar qualquer condicao, inclusive uma condicao contraditoria.

Em particular, considere a propriedade:

p(x): x+#x

Esta propriedade é sempre falsa, de modo que o subconjunto assim definido,
que é

{x €A;x # x}

nao pode possuir nenhum elemento.
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O Conjunto Vazio

Este conjunto € chamado conjunto vazio, representado por @. Ou seja:

O={x€A;x+x}

Portanto, o conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto A.

Outra propriedade dele é a unicidade. Isso pode ser demonstrado e a
demonstracao ilustra como funcionam demonstracoes de unicidade.

Suponha que existam dois conjuntos vazios, talvez diferentes, @, e @,.

Entao, pela propriedade acima, ®; € @, e @, < @4, 0 que corresponde a
definicao de igualdade entre conjuntos, provando que @; = @,, ou seja, eles
sao 0 mesmo conjunto, o conjunto vazio.
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Interseccao e o conectivo “e”

* A partir de dois conjuntos A e B, podemos obter um terceiro conjunto (que
pode ser ou ndo vazio) através da seguinte propriedade:

XEA e x€B

 Este conjunto é chamado a interseccdo de A e B e é representado por A N B:

ANB={x€eA;xeB}={x€eB;x €A}
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Exemplos de Intersecc¢ao

* A Interseccao pode ser vazia ou nao-vazia:

A =1{0,1,2,3}
B ={4,5, 6}
ANB =0
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Exercicio

Dados os conjuntos

Descreva os conjuntos:

a) AnB
b) AnC
c) AnBNnC
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Propriedades da Interseccao

* A definicao de interseccao de conjuntos permite demonstrar
as seguintes propriedades, validas para quaisquer conjuntos A4,

BeC:

1) ANQ =0
2) AnNA=A
3) AnNB=BnNA (comutatividade)
4y An(BNC)=(AnB)NC (associatividade)

 Dentre outras.

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2024



Uniao e o conectivo “ou”

* A partir de dois conjuntos A e B, podemos obter um terceiro conjunto
através da seguinte propriedade:

xX€EA ou x€EB

 Este conjunto é chamado a unidao de A e B e é representado por A U B:

AUB ={x;x €A oux € B}
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Exemplos

Exemplo a) Dados A = {1,2,3,4} e B = {4,5,6}, temos AU B = {1,2,3,4,5,6}

Note que nao repetimos elementos, basta representa-los uma vez.

Exemplob) Dados A = {n € Z;n é impar} e B = {n € Z;n é par}, temos:

AUB =,

pois todo numero inteiro ou é par ou é impar.
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Propriedades da Unido

* A definicao de uniao de conjuntos permite demonstrar as
seguintes propriedades, validas para quaisquer conjuntos 4, B

e(C:

1) Aup=A
2) AUA=A
3) AUB=BUA (comutatividade)
4y AuBUC)=(AuB)uUC (associatividade)

 Dentre outras.
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Algumas Propriedades Envolvendo Uniao e
Interseccao

* Dados trés conjuntos A4, B e C, valem as propriedades:

1) AuBnNnC)=(AuB)n(AuUO()

2) AN(BUC =(ANB)U (ANC)

Quando A e B tiverem um numero finito de elementos, sendo n(X) o
numero de elementos de um conjunto finito, temos:

n(AuB) =n(A) + n(B) —n(ANnB)

* As demonstracoes podem ser feitas usando as regras da logica estudadas aqui, as
definicdes de uniao e interseccao e, para 3), é necessario usar o chamado Principio
da Inducao, que ndao abordaremos aqui, mas esta disponivel nas referéncias.
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O conjunto N dos Numeros Naturais

* O Conjunto N é o conjunto dos niimeros naturais, onde parte dos autores
inclui o numero 0 e outra parte nao inclui. Isso é irrelevante para qualquer
aplicacao. Vamos considerar:

N ={1,234,..}

* Este conjunto é usado para contagem (numeros cardinais) e ordenamento
(numeros ordinais) de outros conjuntos.

* E também a referéncia do menor “tamanho” de infinito que existe, o
chamado infinito enumeravel.
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O conjunto Z dos Numeros Inteiros

* O conjunto Z € o conjunto dos niimeros inteiros, o que inclui os naturais, os
seus opostos negativos e o zero:

7Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

* Os numeros inteiros sao obtidos a partir dos naturais com a exigéncia de que
sempre seja possivel fazer a operacao de diferenca.

* No entanto nem sempre € possivel realizar em Z a divisao :(
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O conjunto Q dos Numeros Racionais

* O conjunto Q é o conjunto dos niimeros racionais, o que inclui os inteiros e as
fracdes montadas a partir desses numeros, com denominador diferente de zero:

Q = S;p,QEZeqiﬂ

* Os numeros racionais sao obtidos a partir dos inteiros com a exigéncia de que
sempre seja possivel fazer a operacao de divisao, com denominador nao-nulo.

« Os numeros racionais sao, portanto, 6timos para realizar soma, diferenca,
produto e divisao.

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2024




Propriedades dos Numeros Racionais

* A operacao de soma entre numeros racionais possui quatro propriedades:
1) x+y=y+x (comutatividade da soma)

2) x+(y+z)=(x+y)+z (associatividade da soma)

3) Existe um elemento neutroOtalque x + 0 = x

4) Paratodo x, existe um inverso aditivo —x tal que x + (—x) = 0

* E o produto satisfaz cinco propriedades:

5) xy=yx (comutatividade do produto)

6) x(yz) = (xy)z (associatividade do produto)

7) Existe um elemento neutro1talquex -1 =x

8) Paratodo x # 0, existe um inverso x ! tal que xx~! =
9) x(y+z)=xy+xz (distributividade)
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Os numeros tem uma Estrutura!

* As oito propriedades anteriores significam que podemos fazer todas as
operagoes com fragdes que vocé aprendeu.

* Elas permitem dizer que as equacoes abaixo todas tem solucao em Q:

a) n+ 10 =2 Esse tipo de eq. ndo tinha solucao em N, por isso se cria Z

b) 2x=3 Esse tipo de eq. ndo tinha solucao em Z, por isso se cria Q

* As solucoes sao, respectivamente, —8 e 3 /2.
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Os numeros tem uma Estrutura!l

Portanto, os numeros racionais sao mais robustos algebricamente do que os
inteiros e os naturais, pois em Q conseguimos resolver problemas que os
conjuntos N e Z nado resolvem, gragas as suas propriedades.

As 9 propriedades anteriores ddo a Q o que chamamos estrutura algébrica
de corpo.

Vamos abstrair mais um pouco?

Qualquer conjunto que satisfaca as 9 propriedades anteriores € chamado de
corpo.

Corpo é a estrutura algébrica do conjunto Q, que existe enquanto
propriedade matematica, independente do exemplo que se queira pensar.
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O conjunto dos nimeros reais R e suas
Propriedades

Nesse sentido, como resolver uma equacao do tipo

Os numeros racionais nao sao capazes, como se pode demonstrar
(pesquise).

Para isso, € necessario um procedimento matematico chamado
completamento, que permite construir um conjunto com as mesmas
propriedades do conjunto @Q, ou seja, um corpo, porém, no qual equacgdes do
tipo acima tem solucao.

Esse processo tem como resultado o chamado conjunto dos niimeros reais,
representado por R.
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O conjunto dos numeros reais R e suas
Propriedades

* A passagem de Q para R é complicada de realizar, mas muito facil de
entender, para nossa sorte.

* O conjunto Q possui todas as fracoes, positivas e negativas. Elas quase
completam a reta, olhando nao é possivel ver buracos. Tente medir qualquer
coisa com uma régua, vocé nunca ficara com a sensacao de que falta régua,
mas o resultado sempre sera um numero racional.

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2024




Buracos na “reta” dos racionais

* Tente agora construir um quadrado de lado igual a 1.

* Quanto mede sua diagonal, ou seja, a reta que une dois vértices opostos?

* Elavale /2, pelo Teorema de Pitagoras.

Com um compasso, é possivel
transferir para a régua essa medida

de V2

Ocm
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A Reta Real

* Por tudo isso, o conjuntos R dos numeros reais é o melhor modelo algéebrico
que representa uma reta.

* O chamamos, por isso, de reta real.

-4.25 _T1 15 m=3.14

—5é4—3—2 -11o 1]2 3)4 5
T 1 T

7 =175 % e=272

2

* A cada ponto dessa reta corresponde um numero real e a cada numero real
corresponde um ponto na reta.
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Resumindo ...

O Conjunto dos Numeros Reais

Inte1ros

‘
' SCU v )
NT _ 2. .4.-.‘
} f,-.' -~ ~3
- e o ;
N
!

ﬁ-l
d-t
d-l
dil
ﬁ-l
<+
-

Irracionais

Fonte da imagem: tic na matematica
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Intervalos de Numeros Reais,
Suas Unioes e Interseccoes

* Os intervalos sao subconjuntos especiais dos numeros reais com a
propriedade de conter todos os elementos entre dois elementos dados.

» Ha varios tipos, vamos estuda-los.
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Intervalo Fechado

Intervalo fechado

-

d

Notacdo: [a,b] = (x ER|a<x <D}
A este intervalo pertencem todos os numeros compreendidos entre @ e b, inclu-
sivea e b.

Exemplo:

—

2

Notacgao: [2,5] = {x€ R|2=x=<5}

A este intervalo pertencem todos os nimeros compreendidos entre 2 e 5, inclu-
sive 2 e 5.
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Intervalo Aberto

Intervalo aberto

Notacio: J]a,b[={(x€R|a< x<b)
A este intervalo pertencem todos os nimeros compreendidos entre @ e b, nao
incluindo nem @ nem b.

Exemplo:

Notagdo: ]2,5[={(x€R|2<x< 5}

A este intervalo pertencem todos os nimeros compreendidos entre 2 e 5, ndo
incluindo 2 e 5.
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Intervalo Fechado a Esquerda e Aberto a Direita

Intervalo fechado a esquerda e aberto a direita

o— ol

a b
Notacao: [a,b[ = {(x€R|a=<x<b}

A este intervalo pertencem todos os nimeros compreendidos entre @ e b, inclu-
indo a e nao incluindo b.

Exemplo:

2
Notagdo: [2,5[={x€R|2=x<5}

A este intervalo pertencem todos os nimeros compreendidos entre 2 e 5,inclu-
indo o 2 e nao incluindo o 5.
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Intervalo Aberto a Esquerda e Fechado a Direita

Intervalo aberto a esquerda e fechado a direita

O -> >
a b R

Notacao: Ja,b] = (x € R|a< x <D}

A este intervalo pertencem todos os numeros compreendidos entre @ € b, ndao
incluindo a e incluindo b.

Exemplo:

-~
.

2 bs
Notagio: 12,51 = {(x€R|2<x =<5}

A este intervalo pertencem todos os numeros compreendidos entre 2 € 5, nao
incluindo o 2 e incluindo o 5.
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Intervalos de Comprimento Infinito

Intervalos indicados pelo simbolo o (infinito)

Notagao: Ja, +o [ = {(x ER|x > a)

Notagio: ] —,a[ = {x€R|x < a}

Notagio: [a, + o[ = {x ER | x = a}

Notagao: |—o,a) = {x ER| x < a)

Notagao: |—oo0, +oco[ =R

& {— Os numeros reais @ € b sao denominados extremos dos intervalos.
— O intervalo € sempre aberto na indicagao do infinito.
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Exemplos

1 Representar na reta real os intervalos:
3)]-1,3]l=xeER|-1<x=<3)
b)[2,6]=XER|2=<x=< 6}
c)]—o,1[=xeER|Ix<1)

Q Escrever a notagdo para os seguintes intervalos, representados na reta real:

=
5
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Exercicios

63 Escreva a notagdo para os seguintes inter-
valos, representados na retaR.

Propostos

62 Represente na reta real os intervalos:

a)

a)[6,8)=(xeER|6=x=8)
b)

b) 1-3,5]={x€R| -3 <x=5}

c)]-2,6l={xER|-2<x< 6}

d)[-1,5={x€ER|-1=x<5}

e) -0, 1={x€R|x=1)

f) 4, +oo[ = (xER|x>4)

g)R: =)0, +oo[ = {x ER| x>0}

hR'=]-0,0={xeR|x<0)

i) Re =[0, +oo[ = {x ER | x =0}

DR*={x€R|x=0}=R - (0}

DR
m) R_{1}
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Uniao de Intervalos

* A definicdao de unido de conjuntos se aplica a qualquer tipo de conjunto,
inclusive intervalos.

Sejam os intervalos ] —3,2] e [1, 3]:
a)]—3,2]U[1, 3]

Reta real

]—3’ 2]

7-—-—-———--0—‘

[1,3]

’-----“---------bw

}
I
I
|
I
X
" §
I
|
'
|
I
I
|
I
.

1-3,2] VU [1,3]

Entao: -3, 2]V [1, 3] = ]-3, 3]
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Interseccao de Intervalos

* A definicao de interseccao de conjuntos também se aplica a qualquer tipo de
conjunto, inclusive intervalos.

b)1-3,2]N[1, 3]

Reta real

1-3,2]

e e

[1,3]

1
|
i
i
!
i
!
!
!
i
-
!
I
i
!

I

1-3, 2] N [1,3]
Entao: 13, 2] N [1, 3] = [1, 2]
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Exercicios

PrOpOStOS 65 Determine a intersecgdo dos seguintes in-
tervalos:

64 Determine a unido dos seguintes intervalos: a)[1,31n[2, 5]
a) [1,3]U[2,5]
b) 1-1,4]U[3,7]
R4V, I
d) [=5,5]V [0, 3 -~ d,3]N]-x,8]

e) ]-oo, 1 U (1, 3] e) [-1,3]1N]0, +oof

b) [-2,3]N [0, 6]
c) 1-3,21n[2,5]

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2024




Referéncias

« B.B. Filho, C.X. da Silva. Matematica, Aula por Aula. Editora FTD.

* G.lezzi, C. Murakami. Fundamentos de Matemadatica Flementar, 1: conjuntos,
funcoes. 8.ed. Atual Editora, Sao Paulo, 2011.

* PR. Halmos. Teoria Ingénua dos Conjuntos. Editora Ciéncia Moderna, Rio de
Janeiro, 2001.

e E.L. Lima. Curso de Analise, vol. 1. 12. ed. IMPA, Rio de Janeiro, 2010.

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2024



	Slide 1
	Slide 2: Representando Conjuntos e Elementos; Pertinência
	Slide 3: Representando Conjuntos e Elementos; Pertinência
	Slide 4: Representando Conjuntos e Elementos; Pertinência
	Slide 5: Exercício
	Slide 6: Relação de inclusão e a implicação lógica
	Slide 7: Igualdade entre Conjuntos
	Slide 8: Exemplo
	Slide 9: Exercícios
	Slide 10: Definindo um Subconjunto por uma Propriedade: O Axioma da Especificação
	Slide 11: Definindo um Subconjunto por uma Propriedade: O Axioma da Especificação
	Slide 12: O Conjunto Vazio
	Slide 13: O Conjunto Vazio
	Slide 14: Intersecção e o conectivo “e”
	Slide 15: Exemplos de Intersecção
	Slide 16: Exercício
	Slide 17: Propriedades da Intersecção
	Slide 18: União e o conectivo “ou”
	Slide 19: Exemplos
	Slide 20: Propriedades da União
	Slide 21: Algumas Propriedades Envolvendo União e Intersecção
	Slide 22: O conjunto com traço duplo maiúscula N dos Números Naturais
	Slide 23: O conjunto com traço duplo maiúscula Z dos Números Inteiros
	Slide 24: O conjunto com traço duplo maiúscula Q dos Números Racionais
	Slide 25: Propriedades dos Números Racionais
	Slide 26: Os números tem uma Estrutura!
	Slide 27: Os números tem uma Estrutura!
	Slide 28: O conjunto dos números reais com traço duplo maiúscula R e suas Propriedades
	Slide 29: O conjunto dos números reais com traço duplo maiúscula R e suas Propriedades
	Slide 30: Buracos na “reta” dos racionais
	Slide 31: A Reta Real
	Slide 32: Resumindo ...
	Slide 33: Intervalos de Números Reais, Suas Uniões e Intersecções
	Slide 34: Intervalo Fechado
	Slide 35: Intervalo Aberto
	Slide 36: Intervalo Fechado à Esquerda e Aberto à Direita
	Slide 37: Intervalo Aberto à Esquerda e Fechado à Direita
	Slide 38: Intervalos de Comprimento Infinito
	Slide 39: Exemplos
	Slide 40: Exercícios
	Slide 41: União de Intervalos
	Slide 42: Intersecção de Intervalos
	Slide 43: Exercícios
	Slide 44: Referências

