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7.1. O Conceito de Energia e suas Unidades

* A energia é uma grandeza fisica relacionada ao movimento e a possibilidade de
movimento.

» E uma grandeza escalar, caracterizada, portanto, por um niimero.
« Dimensdo: massa X comprimento? / tempo? (justificaremos adiante).
* Unidade no SI: joule (]), sendo

1) = 1kg - m?/s?

* Com o conceito de energia € possivel também formular teorias fisicas, através do
chamado formalismo Lagrangeano e do formalismo Hamiltoniano (disciplina de
mecanica analitica ou mecanica classica II, em nossa grade).
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Formas de Energia

* O conceito anterior pode parecer muito vago.
* De fato, ele € vago porque precisa abarcar uma série de conceitos diferentes.

* Veremos a seguir, de forma mais precisa, um primeiro conceito de energia, chamado
trabalho, que esta relacionado ao conceito de forca.

* Este conceito conduz naturalmente aos dois tipos fundamentais de energia: a energia
cinética (que veremos neste mesmo tépico 7, relacionada a velocidade) e a energia
potencial (topico 8, relacionada a possibilidade de movimento).
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7.2. Trabalho realizado por uma Forca Constante

» A primeira forma de energia que vamos estudar € o trabalho realizado por uma forca.

* Suponha que uma forca F, inicialmente constante, atua sobre uma particula de massa
m, formando um angulo 6 com o deslocamento (em linha reta) A7 da particula.

—

F
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7.2. Trabalho realizado por uma Forca Constante
* A componente de F na direcdo do deslocamento Ar ajuda ou atrapalha o movimento,
dependendo do angulo, e vale F cos 6.

* A componente de F perpendicular a A7 nio influencia no médulo da velocidade, ndo
ajuda nem atrapalha o deslocamento em questao, valendo F sen 6.
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Por isso, definimos o trabalho W (do inglés “work™) como a forma de energia que mede
0 quanto uma forca contribuiu para um deslocamento.

Esperamos que, quanto maior a forca, maior seja o trabalho ...

* ... e que, quanto maior o deslocamento, maior seja também o trabalho.

Por isso, definimos o trabalho simplesmente como o produto da componente que
contribui com o movimento pelo proprio deslocamento, o que resulta:

W =FArcos@ =F-A¥ |

* Ou seja, o trabalho é, por definicao, o produto escalar entre a for¢a e o deslocamento.
 UnidadeSI: N - m =].

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2023 6



Interpretacao da defini¢ao

* Para um angulo de 0°, a forca esta na
mesma direcao e no mesmo sentido do
deslocamento, entdocos0°=1=> W =
+ F Ar.

W > 0: Trabalho Motor
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* Para um angulo de 180°, a forca esta na
mesma direcao, porém no sentido oposto

ao deslocamento, entdao cos 180° = —1 =
W = —F Ar.
6 = 180°
AT F

W < 0: Trabalho Resistente



Interpretacao da defini¢ao

* Para um angulo de 90°, a forca é * Em outras palavras, uma forca
perpendicular ao deslocamento, entao perpendicular ao deslocamento nao
cos90°=0=>W =0. realiza trabalho.

F W = 0: Ndo ha Trabalho

* Por exemplo: toda forca centripeta nao
realiza trabalho.

6 =90°

— * Entao, a gravidade, numa orbita
Ar circular, ndo realiza trabalho.
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Interpretacao da defini¢ao

e Para Angulos intermediarios 0° < 8 < 90°, | * Para angulos 90° < 6 < 180°, o cosseno €

0 cosseno é positivo: cosf > 0=> W > 0. negativo: cos < 0= W < 0.
F 90° < 6 < 180°
0°< 0 <90°
Ar
- F
Ar

W > 0: Trabalho Motor W < 0: Trabalho Resistente
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Exemplo

* Uma forca de 200N atua sobre uma particula num deslocamento de 100m, sendo que a
forca e o deslocamento formam um angulo de 49°.

a) Antes de fazer o calculo, diga se o trabalho sera motor ou resistente.
b) Determine o trabalho realizado por essa forca.
c) Apos o calculo, confirme que o resultado esta de acordo com a).

Exercicio

* Uma forca de 780N atua sobre uma particula num deslocamento de 2,6m, sendo que a
forca e o deslocamento formam um angulo de 133°.

a) Antes de fazer o calculo, diga se o trabalho sera motor ou resistente.
b) Determine o trabalho realizado por essa forca.
c) Apos o calculo, confirme que o resultado esta de acordo com a).
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Exemplos

8 E Um bloco de gelo flutuante ¢ colhido por uma correnteza que aplica ao bloco uma forca r = (210
N); — (150 ijfazﬂndo com que o bloco sofra um deslocamento 7 = (15 m)j — (12 111)j. Qual é o

trabalho realizado pela forga sobre o bloco durante o deslocamento?

7 E Um corpo de 3,0 kg esta em repouso em um colchiio de ar horizontal de atrito desprezivel quando
uma forca horizontal constante r ¢ aplicada no instante t = 0. A Fig. 7.10 mostra, em um grafico

estroboscopico, a posicdo da particula a intervalos de 0.50 s. Qual € o trabalho realizado sobre o corpo

pela forca z no intervalode tr=0atr=2.0s?
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7.3. Trabalho Realizado por uma For¢a Variavel

* Vamos generalizar a situacao anterior para casos cada vez mais gerais.
e Vamos supor que ainda estamos estudando um movimento em uma dimensao x.
* Mas agora a forga F varia com a posicao x, ou seja: F = F(x).

* Em cada ponto x, apds um deslocamento dx, a forca tem um valor =~ F(x).
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7.3. Trabalho Realizado por uma For¢a Variavel

* Desse modo, o trabalho nesse deslocamento pequeno sera um diferencial também,
dado por dW = F(x)dx, onde ndo precisamos considerar o cosseno, por estar em uma
dimensao.

* Entdo, num deslocamento de uma posicao inicial x, até uma posicao final x, o trabalho
realizado foi

W = J xF (x") dx'

X0

* onde usamos x' ou X para a variavel de integracio, para ndo confundi-la com o limite
superior da integral x, que tem significados diferentes.
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Exemplos

5

e Determine o trabalho realizado pela forca F(x) = 3x? — x> num deslocamento da

posicao inicial para 20m a direita da origem.

* Determine o trabalho realizado pela forca de van der Waals:

C1 Co
x12 46

F(x) =

* num deslocamento de 1m ate uma posicao x qualquer.

e Calcule o trabalho realizado pela forca F(x) = kx e */$ sendo k e ¢ constantes, de
uma posicao qualquer x, para uma posicao final x.
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Dicas para os exemplos anteriores

* O primeiro e o segundo exercicios utilizam como técnica de integracao, na verdade, a
integral “imediata” abaixo:

LM+
fx"dx= , se n + —1.
n+1

* O terceiro exemplo exige uma integracao por partes, uma vez que derivar o termo x €
vantajoso e enxergar a exponencial como uma derivada também, logo, podemos tomar
u = e */* edv = xdx, para aplicar:

X X X
Judvzuv —jvdu
X0

X0 X0
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Exemplo

* Determine o trabalho realizado pela forca F(x) = Foe‘xz/ *6 num deslocamento da
posicao x = —1,5m para a posicao x = 2,3m, sendo F, = 4,000N e x, = 1,378m.

~ —x2 c ey ’ . ,yn ’
* Afuncao e™ nao pode ser primitivada usando as técnicas analiticas do calculo, para

obter uma funcao elementar.

X

* Uma solucao numérica deve ser buscada. Vamos resolver numericamente usando o
software Wolfram Mathematica.

 Inserindo o comando
X0 = 1.378; FO = 4; Integrate[F0 Exp[-x?/x0%],{x,-1.5,2.3}]
* obtemos
W ~9,07633.
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7.4. Movimento Sujeito a
uma Forc¢a Elastica

* Uma oscilacao € um movimento no
qual uma particula passa pela
mesma posicao, “indo e voltando.”

 Um exemplo que ilustra a situacao €
0 do bloco preso a uma mola.

A forca elastica que atua sobre o
bloco vale:

/

BI()C()

preso
a mola

X p()si tvo

F. negativa

Esta expressao é
F, = —kx <+«—— conhecida como

Lei de Hooke

X negativo
I'_\4 positiva
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A constante k
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Comprimento da Mola 2
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mola ira puxar o bloco mais
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distensao da mola x. k pequeno k grande

AN

(UL REEEL

* Como k=|F|/|x|, uma constante maior
significa que uma forca maior €
necessaria para esticar um mesmo
valor x, ou, dito de outra forma, é tanto
mais dificil esticar uma mola quanto 1o
maior for k.
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Esta forca é chamada forga restauradora ou forga elastica, pois ela sempre puxa a
particula de volta para a posicao de equilibrio.

E também chamada Lei de Hooke, em homenagem a Robert Hooke (1635-1703),
cientista inglés contemporaneo de Newton.

Ela nao é a unica forma de descrever uma oscilacao, mas € sempre uma primeira
aproximacao para qualquer oscilacao.

Para o exemplo da mola, veja a animagao interativa abaixo:

https://phet.colorado.edu/sims/html/masses-and-springs-basics/latest/masses-and-springs-basics all.html?locale=pt BR
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As molas
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através de uma
oscilacao

99 900

At higher 1 t
vibrate - even when higher temperatures they

A temperatura em um solido €

caracterizada pela vibracio das cold. vibrate Taster and fake up mone
, room - expand - but the
partlculas R et particles themselves are still the
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3.2. 0 Movimento Harmoénico Simples (MHS)

* Uma particula sujeita exclusivamente a uma forca restauradora experimenta o
chamado movimento harmoénico simples.

* Vamos considerar o exemplo da mola, sendo m a massa do bloco e x sua posicao, sendo
k a constante da mola.

* Pela segunda lei de Newton, a forca resultante F € igual a F,. Entao:

mx = —kx

* onde X representa a segunda derivada de x em relagao ao tempo.
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Solucao da Equacao Diferencial

* Podemos reescrever a equacao anterior da seguinte forma:

¥+ w?x=0 |«

 onde

k
w= [—
m

* Esta grandeza é chamada frequéncia angular.
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Equacao diferencial que
descreve o movimento
Harmonico Simples (M.H.S.)
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A func¢ao posicao no MHS

* A equacao diferencial anterior pode ser resolvida, conduzindo a solucao abaixo:*

x(t) = Acos(wt + ¢)

* O argumento do cosseno wt + ¢ € chamado fase da oscilacao. A grandeza A é chamada
amplitude (unidade: m) e a grandeza ¢ é chamada constante de fase (medida em radianos).

*0 estudo de solugdes de equacgoes diferenciais é geralmente feito numa disciplina que leva o mesmo nome. Em nossa grade
curricular, pertence a disciplina Calculo III, do terceiro periodo. O estudo das oscilacdes pertence a Fisica Basica Il e um
aprofundamento é feito em Mecanica Classica .
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Grafico da Fungdo Posicao (Exemplo)

* No exemplo abaixo, a amplitude vale 2m, a frequéncia angular vale 3,5 rad/s e a constante de

NANAA

Posicao x(t) em m
o

Tempotems
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Exemplo

* Uma particula se move sob a acao de uma forca elastica de constante k = 40N /m.

a) Calcule a forca necessaria para deslocar a particula 10cm da posicao de equilibrio.

b) Se aforca aplicada for de 100N, qual sera o deslocamento, em cm?

* Uma particula se move sob a acao de uma forca elastica de constante k = 630N /m.

a) Calcule a forca necessaria para deslocar a particula 58cm da posicao de equilibrio.

b) Se aforca aplicada for de 1260N, qual sera o deslocamento, em cm?

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2023
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Exemplo

* Um experimento foi realizado no laboratorio com um dinamometro (equipamento usado para
medir forca) e uma mola. Utilizando uma réegua para medir o deslocamento a partir da posicao
de equilibrio, foi montada a seguinte tabela com valores de forca e deslocamento:

Forga (N) Deslocamento (m) Constante da Mola (N/m)

20 0,39
22 0,45
24 0,48
26 0,51
28 0,61
30 0,63
32 0,66

» A partir dos dados, preencha os valores experimentais de k e calcule sua média para
determinar a constante elastica da mola.
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Exemplo

* Esboce o grafico da funcao posicao para os MHS que possui uma amplitude de 6m,
frequéncia de 0,23 rad/s e uma constante de fase igual a 2,52 rad.

Exercicio

* Esboce o grafico da funcao posicao para os MHS que possui Uma amplitude de 45mm,
A s 31 .
frequéncia de ” rad/s e uma constante de fase igual a —0,9 rad.

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2023
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7.5. Trabalho Realizado pela For¢a Elastica

* Como vimos, o trabalho é determinado como a integral da forca em relacao ao
deslocamento.

* Entdo, se uma particula esta sujeita a uma forca restauradora F(x) = —kx em uma
dimensao, podemos calcular o trabalho realizado por esta forca de uma posicao inicial
X, até uma posicao final x, o que resulta:

W=J F(x) dx=J —kx dx=—§kx2+§kx§

X0 X0

* Quando for preciso, portanto, calcular este trabalho, podemos consultar esta
expressao, nao sendo necessario deduzi-la novamente.

* Note que, quando F varia, o trabalho nao é simplesmente F vezes Ax.
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Exemplo

Uma mola possui uma constante elastica de 15,0 N/cm. (a)
Qual € o trabalho necessdrio para estender a mola de 7,60 mm
desde a sua posicao relaxada? (b) Qual € o trabalho necessa-
rio para estender a mola de um valor adicional de 7,60 mm?

Exercicio

27 E Uma mola € um bloco sdo montados como na Fig. 7.4.1. Quando o bloco € puxado para o ponto
x = +4.0 em, devemos aplicar uma forga de 360 N para manté-lo nessa posicdo. Puxamos o bloco para
o ponto x = 11 em e o liberamos. Qual ¢ o trabalho realizado pela mola sobre o bloco quando este se

desloca de x;=+5.0 cm para (a) x=+3.0 cm, (b)x=—3.0 cm. (¢) x=—5.0 cm & (d) x=—9.0 cm?

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2023
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7.6. Trabalho Realizado pela For¢a Gravitacional

* Vamos considerar uma particula de massa pequena m interagindo com o campo
gravitacional gerado por um corpo celeste de grande massa, dada por M.

* Vamos separar em dois casos:

[.  Quando a particula esta proxima a superficie do corpo celeste, de massa M (pense na
Terra ou na Lua, por exemplo), a aceleracao da gravidade € aproximadamente
constante, de modo que a forca da gravidade é aproximadamente constante,
correspondendo ao peso da particula:

F, = mg = constante
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7.6. Trabalho Realizado pela For¢a Gravitacional

* No caso I, portanto, o trabalho vale peso vezes deslocamento (neste caso,
representamos o deslocamento por h, significando uma altura):

W =mgh.

* Note que existe uma convencao de sinal: Quando o objeto cai, o trabalho realizado pela
forca peso € positivo, pois a forca tem o mesmo sentido do deslocamento (ambas para
baixo), o que esta de acordo com a definicao de trabalho.

* Quando o objeto sobe, o trabalho deve ser negativo.

* Entao, este valor h na expressao W = mgh é medido de cima para baixo.
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7.6. Trabalho Realizado pela For¢a Gravitacional

[I. Quando a particula esta distante , devemos considerar a expressao mais geral da forca
gravitacional, dada por:

GMm
72

F(r)=—

« onde: G = 6,67 X 107N - m?/kg? é a chamada constante gravitacional ou constante
newtoniana, que é a constante da natureza que caracteriza a gravitacao, aparecendo inclusive
na gravitacao relativistica e nas teorias alternativas da gravitacao.

 Mm é o produto das massas, o que significa que a forca gravitacional é proporcional a ambas as
massas, tanto da particula quanto do corpo celeste.

e Noteque F ~ 1/r%,onder éa dlstanc1a entre os centros de massa dos dois corpos: a particula
e o corpo celeste. A expressdo F ~ 1/r# é a chamada lei do inverso do quadrado e se aplica em
muitas situacoes, especialmente quando ha uma interacdo que se propaga no espaco com
simetria esféerica. Outros exemplos que obedecem tal lei: a forca eletrostatica, a intensidade das
ondas, como o som e a luz.
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Exemplos

Obs.: Antes de resolver, verifique se a particula esta proximo a superficie ou nao, para decidir
entre os Casos I e II.

1.

Calcule o trabalho realizado pela gravidade da Terra para fazer uma pedra de 958kg cair de
uma altura de 374m de altura.

Calcule o trabalho realizado pela gravidade do sol para fazer a Terra completar uma orbita
circular ao redor dele.

Calcule o trabalho necessario para a Lua puxar um asteroide de 60 toneladas distante de
1300 km da sua superficie.

Calcule o trabalho que uma maquina transportadora de supermercado deve realizar para
fazer um carregamento de 300kg de arroz subir para uma prateleira a 4m do chao.

No filme “O todo poderoso,” a personagem Bruce utiliza “poderes divinos” para aproximar a
Lua da Terra. Suponha que isso tenha sido realizado através da forca da gravidade entre os
planetas. Qual seria o trabalho realizado pela Terra para deixar a Lua a uma distancia igual a
metade da atual, de 384.400 km?

Dados:g = 9,81m/s?, Mrerra = 5,97 X 10%*kg, M., = 7,36 X 10%%kg
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7.6. Trabalho Realizado pela For¢a Gravitacional

* Aplicando na integral, podemos calcular o trabalho para sair de uma distancia inicial 7y, para uma
distanciar:

r " GMm Tdr 1 1
w=[Foyar=[ -5 ar=omm [ = amm (5 -
T T r T

0 0

e Assim;

GMm GMm
r Ty

M/T'O—>T' —

* representa o trabalho referido.
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7.7. 0 Conceito de Energia Cinética

* Associada a uma particula de massa m em movimento, com velocidade v, esta a
energia cinética da particula, definida como:

T==2
Z‘mv

* Substituindo as unidades do SI de massa e velocidade, obtemos justamente kg -
m? /s?, o que justifica ter definido anteriormente esta unidade como a unidade SI de
energia, chamada joule (]).

 Livros como o de D. Hallyday et al. utilizam K para representar a energia cinética.
Vamos representar por T para ficar de acordo com os livros mais utilizados de
mecanica classica e com o livro de fisica basica de H.M. Nussenzveig, além de ser a
convencao mais comum em fisica.

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2023
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Exemplos

1. Uma particula de 100g esta a uma velocidade de 100m/s. Calcule a sua energia
cinética.

2. Uma particula esta girando ao redor de um ponto a 20 rad/s, sendo o raio de 3cm.
Determine sua massa, sabendo que sua energia cinética € de 3000].

3. Desprezando efeitos relativisticos, com que porcentagem da velocidade da luz uma
particula da ordem de grandeza de um elétron, de 10~31kg, deveria estar para ter
uma energia de 5,76 x 107137
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7.8. 0 Teorema Trabalho-Energia Cinética

* A definicdo dada antes de energia cinética é um tanto intrigante.

* Justificamos o porqué do trabalho ser definido como €, mas faltou justificar porque a
energia cinética € da forma que eé.

* O fato de T ser funcao de v é claro, pois € uma energia de movimento. Mas porque o v
ao quadrado?

* E porque o fator 1/2?

* O fato é que a energia cinética é definida assim por causa da sua relacao com o
trabalho, que veremos a seguir.

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2023
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7.8. 0 Teorema Trabalho-Energia Cinética
* Teorema Trabalho-Energia Cinética:
* Se uma particula de massa m se move sob a acao de uma forca F que realiza trabalho

sobre a particula, entdo o trabalho realizado W num intervalo de tempo At =t — t, é
igual a variacdo da energia cinética da particula neste mesmo intervalo, ou seja:

W = AT ,

 Em outras palavras:

g / / 1 1 2
WzJF(x)dx = —mv? — —mv§
. 2 2
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Demonstracao do Teorema

* Partimos da definicao de Trabalho que foi dada anteriormente, W = f;o F(x") dx'.

* Aplicando a segunda lei de Newton, lembramos que, para o caso do Teorema, que é o
de uma particula de massa m,

~dp d(mv)  dv

F== "2 M4

 E fazemos a mudanca de variavel na integral, de x’ parav = dx’/dt, de onde se conclui
que dx' = v dt, o que permite reescrever o trabalho como:

X t dv
WzJF(x’)dx’zf m— vdt
X pdt

0 0
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Demonstracao do Teorema

e Dai, notando que

d(v?) , dv _ dv 1d(v?)
TR, Var 2 dt

* podemos substituir isso na integral anterior, obtendo:

L dv t 1d(v?) 1 o1 1
W = tmavdtz tmi T dt:EmLZd(V):EmV —Emvo
0 0 0
e Portanto:
1 1

W=§mVZ—EmV§=T—To=AT.
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Exemplo

Uma forga age sobre uma particula de 2,80 kg de modo que
a posicio da particula como uma fun¢io do tempo € dada
por x = (3.0 m/s)r — (4,0 m/sH)* + (1,0 m/s¥)¢. (a) Deter-
mine o trabalho realizado pela forca durante os primeiros 4,0
§. (b) Qual € a taxa instantanea com a qual a forca realiza
trabalho sobre a particula no instante t = 3,0 s?

Exercicio

Uma particula se move segundo a equacao (no S.1.)
x(t) =23+ 7t> + 5.

a. Calcule a sua energia cinética em t = 2s, sabendo que a sua massa é m = 3kg.
b. Calcule o trabalho realizado pela forca resultante de t = —2s até t = 2s.

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2023
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