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Conjunto Gerador de
um Espaco Vetorial
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Expressando um vetor como combinac¢ao linear
de outros vetores

Os conceitos de espaco vetorial e combinacao linear suscitam algumas
perguntas:

E possivel sempre expressar um vetor “complicado” como combinacao linear
de outros vetores mais “simples,” mais “basicos”?

Se sim, como?

E possivel determinar um conjunto de vetores basicos, em quantidade
menor possivel, ...

.. de forma que todos os vetores do espaco sejam combinacoes lineares
desses vetores mais “simples,” mais “basicos”?
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Vamos ao Plano R4

No plano R?, vimos que todo vetor i € R? pode ser expresso na forma
u=xi+yj
Observe que isso é uma combinacgdo linear.

Ou seja, todo vetor pode ser expresso como combinagdo linear dos vetores do
conjunto

B =,j}

Dizemos entdo que o conjunto B = {i, j} gera o espago R? ou que B = {i, j}
é um conjunto de geradores do espago R?.
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Algo Semelhante Ocorre no Espac¢o R>

No espaco R3, vimos que todo vetor i € R3 pode ser expresso na forma
— A A ~
u=xi+yj+zk

Observe que isso é uma combinacgdo linear.

Ou seja, todo vetor pode ser expresso como combinagdo linear dos vetores do
conjunto

B=1{i,],k}

Dizemos entdo que o conjunto B = {i ] ,E} gera o espaco R ou que B =
{i ] k} é um conjunto de geradores do espaco R3.
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Geradores do Espaco M(2 X 3)

* No espaco das matrizes M(2 X 3), de duas linhas e trés colunas, temos o
conjunto:

a={( 0 0.0 1Y)

* que gera M(2 X 3), ou seja, toda matriz de duas linhas e trés colunas pode
ser expressa como combinacao linear das 6 matrizes do conjunto B.

* Exemplo:

)—8-(0 1 O)-l-T[
v (00 By
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E o0 espaco de Funcgoes F(R, R)?

» Este espaco € “grande demais” para ter um conjunto finito de geradores.

» Vamos considerar apenas uma parte dele, o espaco das funcdes polinomiais
de grau menor do que ou igual a 3, como exemplo.

* Ou seja, vamos considerar o espaco

P;={f:R— R; f(x)=aq,+ ax +a,x*+ azx> onde ay,ay,a,,a; € R}

* que é um subespaco de F (R, R), ou seja, um subconjunto que ainda € um
espaco vetorial.
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Geradores do Espaco P

» Exemplo 3. No espac¢o P; das fungoes polinomiais de grau menor do que ou
igual a 3, considere as funcoes definidas pelas expressoes abaixo, vistas num
exemplo anterior:

fo) =1, ilk)=x , L) =x*, fz(x)=x°
* Entao, o conjunto

B = {fo 112 »f3}

* @ um conjunto de geradores de P3, ou seja, todo polind6mio de grau menor do
que ou igual a 3 pode ser escrito como combinacao linear das quatro fungoes

fO 'fl 'fZ 'f3'
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Revisitando o Exemplo 1

No espaco vetorial R?, consideramos os vetores abaixo
v=47+47

e todos os testes do exemplo puderam ser escritos como combinacao destes
dois vetores.

Isso é suficiente para concluir que B = {u, v} gera o espaco R??
Entdo, como podemos concluir (ou ndo) que B gera R??

E necessario tomar um vetor genérico i € R? e verificar se este vetor
genérico pode ser escrito como combinacio linear dos vetores u e V.
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Revisitando o Exemplo 2

No espaco vetorial M(2 X 2), verificamos que existem matrizes que podem e
matrizes que nao podem ser escritas como combinagoes lineares das
matrizes abaixo:

[sso significa que essas matrizes ndo geram o espa¢o das matrizes M (2 X 2).

Voceé consegue pensar em um conjunto de geradores mais simples possivel
para M(2 X 2)?

Quantos elementos este conjunto deve ter?

Consegue pensar em outro diferente deste?
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Revisitando o Exemplo 3

* No espaco das funcoes P;, vimos que as func¢does abaixo:

fi(x) = =5x £ (x) = 2x2 + 10 fi(x) = =2 + x3

* nao geram o espaco P3, pois, por exemplo, o polindOmio de grau 3

f(x) =14 — 15x + 2x% — 2x3
* é uma combinacio linear dos elementos de B = {f, f>, f3}, mas o polindmio
gx) =—-1-2x3

* por exemplo, ndo pode ser escrito como combinacao linear dos elementos de
B.
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Exercicio

* Podemos completar o conjunto

fi(x) = =5x fo(x) = 2x% + 10 fi(x) = =2 + x3

* com a funcao f,(x) = 3, por exemplo, de modo que B = {f;, f1, 2, f3} passe
a ser um gerador de P;.

* Mostre que isso é verdade.
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Dependéncia Linear

Para a discussao abaixo, pense no espaco vetorial IV como sendo um dos
exemplos que estudamos: R?, R3, M(m X n), F(R, R) ou P; e pense nos
vetores abaixo como os elementos desses espacos.

Considere um espaco vetorial arbitrario I/ e um conjunto finito de elementos
de V:

X ={uy,uy, ..., uy}

Quando qualquer um dos elementos desse conjunto puder ser escrito como
combinacao linear dos demais, damos um nome especial a esse conjunto.

Dizemos que X = {uq, u,, ..., u, } é linearmente dependente.
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Dependéncia Linear

Exemplo 1. em R?, o conjunto
X={1,j,21—4j}

é linearmente dependente, pois 21 — 4j pode ser escrito como combinacao
linear dos vetores I e j, do mesmo conjunto X.

Exemplo 2. O conjunto Y de matrizes em M (2 X 2) abaixo € linearmente
dependente:

r={E 24 0.2 HE Y

Como verificar isso da forma mais simples possivel?
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Vetores Linearmente Independentes (l.i.)

* Um conjunto de vetores num espaco V

X ={uq,uy, ..., uy}

* é chamado linearmente independente quando nenhum dos vetores de X c V
puder ser escrito como combinacao linear dos demais.
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Exemplos em R? e R3

Exemplo 1. Em R?, s3o Li. os conjuntos abaixo:

 Exemplo 1. Em R3, sdo Li. os conjuntos abaixo:

X=1{,j,k}
Y = {21+ 3j,41 — k, 2] + 2k}
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Critério para determinar se um conjunto é l.d.

No caso mais geral, em um espaco vetorial VV, um conjunto
X ={uy,uy, .., uy}

sera:

Linearmente dependente quando a igualdade

CqUq + couy + -+ cu, =0

implicar que pelo menos um dos c; é diferente de zero.

Linearmente independente quando a mesma igualdade implicar que todos os
C; Sao iguais a zero.
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Exercicios

» Aplique este critério aos exemplos anteriores para mostrar se 0s conjuntos
sao L.d. ou Li.

. . . 3 .
Quais dos seguintes conjuntos de vetores em R sdo linear-
mente dependentes?

(a) 4, —1,2),(—4,10,2)

(b) (—3,0,4),(, —1,2),(1,1,3)

(c) 8,—1,3),4,0,1)

(d) (—=2,0,1),(3,2,5),(6,—1,1),(7,0, =2)
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O Conceito de Base

* Uma base para um espaco vetorial I/ € um conjunto B C V' que satisfaz dois
critérios:

I.  BgeraoespacoV

iI. B élinearmente independente

* [sso significa que uma base é um ponto de partida, um conjunto que permite
construir todos os vetores do espaco como cominacoes dele.

 E, por ser linearmente independente, ele tem o niimero minimo necessario
de vetores com essa propriedade, nio contendo vetores desnecessarios.
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Exemplos

Em R?, a base mais usada é {{, j}
Em R3, a base mais usada é {i 7, E}

No espaco das matrizes M (2 X 2), o conjunto abaixo é uma base

p= (5 0.0 0.0 9.0 %)

No espaco das func¢oes polinomiais de grau < 3, o espaco Ps, é base:

B = {fo»fpfz;fs}

onde fo(x) =1, f1(x) = x, fL,(x) = x?, f3(x) = x°.
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O conceito de Dimensao do Espaco

A dimensdo € o numero de elementos de uma base do espaco.

Se uma base do espaco tem n elementos, toda base tera o mesmo numero de
elementos, o que define de forma unica a dimensao do espaco.

Escrevemos dimV = n.
Temos:

vdimR? = 2
v dimR3 = 2
vdimM(m,n) =m-n
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Espacos de Dimensao Infinita

Quando nenhum conjunto finito gerar o espaco V, dizemos que ele tem
dimensao infinita.

Escrevemos dimV = o

Exemplo: o espago das func¢des reais F (R, R) tem dimensao infinita.

Para verificar o porqué, basta notar que ele possui todas as funcoes
polinomiais de todos os graus possiveis.

Espacos de dimensao infinita nao sao muito estudados em algebra linear. Seu
estudo é reservado para uma disciplina chamada analise funcional. Eles
possuem inumeras aplicacoes, especialmente no estudo das chamadas
“equacoes diferenciais,” e também nas teorias quanticas da fisica.
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Referéncias

Paulo Winterle. Vetores e Geometria Analitica. 22 edicao, Editora Pearson,
2014.

E um livro de geometria analitica, nao de algebra linear. Porém, supde-se que ao
estudar algebra linear se tem o conhecimento dos 4 primeiros capitulos desse livro,
entdao é importante como um estudo inicial prévio.

Howard Anton, Chris Rorres. Algebra Linear com Aplicagdes. 102 edicio,
Editora Bookman, 2012.

Traducao do inglés, mas é um excelente livro, com excelente didatica que cobre a
ementa de algebra linear da ufpa.

Carlos A. Callioli, Higino H. Domingues, Roberto C.F. Costa. Algebra Linear e
Aplicagoes, 62 edicao, Atual Editora.

Referéncia em portugués bastante acessivel e com varios exemplos, pode ser usada
como livro-texto da disciplina.

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2024



Referéncias Avancadas

» Serge Lang. Algebra Linear. Cole¢ao
Classicos da Matematica. Editora Ciéncia Colecdo Classicos 0 Matematica
Moderna. PR
o | Algebra linear
Este livro é consideravelmente mais avancado que os L. i e 1
anteriores e nao é recomendavel para uma disciplina
introdutoria. Ele é mais “matematico,” o que significa
que se aprofunda mais em aspectos tedricos e em
topicos geralmente reservados a disciplinas de fim de
graduacao em matematica ou mestrado em
matematica. Porém, possui muitos topicos que
podem ser Uteis para Fisica. Os Capitulos V, VII e VIII
sdo especialmente uteis para Mecanica Quantica. O
prof. Serge Lang tem muitos livros de algebra (nao so
linear), calculo e anadlise, para quem tiver interesse.
Infelizmente, poucos foram traduzidos para o
portugués.
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Referéncias Avancadas

» Elon Lages Lima, Algebra Linear. Colecio
Matematica Universitaria, IMPA, 2014.

Este livro é uma referéncia completa em algebra linear.
Cobre nao sé o conteudo de nossa disciplina, como
também tdpicos mais computacionais (decomposi¢ao de
matrizes e outros, Capitulos 17 e 22), tépicos mais
avancados que sao muito Uteis em Mecanica Quantica
(Capitulos 11 e 21, respectivamente, sobre adjunta e
espacos complexos). Ele ndo é adequado ao inicio de um
curso de graduacao, pois apresenta uma linguagem
bastante compacta e abstrata. Apesar disso, € um
excelente texto, tendo inclusive ganhado o prémio Jabuti
em 1996. Sendo assim, pode ser uma segunda ou
terceira leitura ao(a) leitor(a) interessado(a) em se
aprofundar no assunto, e adquirir um aprendizado mais
s6lido em matematica.
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