FACFIS

Faculdade de Fisica

Universidade Federal do Para
Instituto de Ciéncias Exatas e Naturais
Faculdade de Fisica

Espaco Vetorial e

Combinacoes Lineares

Prof. Isaac Torres

https://itsufpa.wixsite.com/prof-isaac-torres




Parte 1

Espacos Vetoriais
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O Conceito de Operacao

* Uma operacao é uma forma de combinar dois elementos de um mesmo
conjunto ...

.. resutando em um elemento do mesmo conjunto.

* Vocé faz isso ha muito tempo:

2+6=28 [Somadenﬁmems @+ 4) + (=31+9)) = =i+ 13]

naturais
Soma de vetores

Z . i — _l Produto de
3 —6 3 | nimeros racionais | _3) B (_10 12 )
~\15 —15

- \/_ Soma de nimeros Produto de
n 2 reais i
matrizes 2 X 2
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O Conceito de Operacao

* O que ha de comum em todos os exemplos?

* Temos sempre um conjunto A onde “moram” os elementos:

2+6=8 Soma de niimeros
naturais

. l Produto de
3 | ndmeros racionais

\/— Soma de nimeros
2 reais
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Sorr.la de elementos do
conjunto N

| Produt.o de elementos
do conjunto Q

| Sorr-la de elementos do
conjunto R
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O Conceito de Operacao

* O que ha de comum em todos os exemplos?

* Temos sempre um conjunto A onde “moram” os elementos:

2i+4)+ (—-31+9)) =—-i+13j

—_— Sorr-la de elezmentos do
conjunto R

(5 DG =05 )
Produto de elementos
do conjunto M(2, 2)

Produto de
matrizes 2 X 2

- —
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O conceito Formal de Operacao

Nos exemplos anteriores, sempre temos dois elementos sendo combinados
em um conjunto 4.

Somar vetores ndo é 0 mesmo que somar numeros, sdo operagoes distintas.

Multiplicar numeros nao é o mesmo que multiplicar numeros, sao operagdes
diferentes.

Mas sempre podemos representar uma operagao por um simbolo genérico

X

Na notacdo de soma, usamos + em vez de *; na notacao de produto, - ou algo
parecido, ou mesmo nada, apenas a justaposicao dos elementos.
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Pausa: o Produto Cartesiano

Um par ordenado Par ordenado:

Formado por dois
X
( Y ) elementos

é um ente matematico capaz de “juntar” dois elementos x e y de dois
conjuntos 4 e B, mantendo uma ordem entre eles, de forma que ...

.. X € 0 primeiro e y € o segundo, neste exemplo, sendox € Aey € B.

O conjunto de todos os pares ordenados de elementos dessa forma é
chamado produto cartesiano dos conjuntos A e B e é representado por:

Produto cartesiano:

AXB

Conjunto produto de outros
dois conjuntos
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O conceito Formal de Operacao

Todos os exemplos anteriores consistem em tomar dois elementos de um
conjunto A4, digamos, x e y e associar a eles um terceiro elemento (nao
necessariamente distinto deles), que € representado por

X xy

Assim, a operacao é, na verdade, uma funcao:

Operagcao * J

—
X)) €aYa X 3N
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O conceito Formal de Operacao

 Portanto:

* Uma opera¢do * em um conjunto A é uma funcao

*xAXA—A

» Exercicio de compreensao: Volte aos exemplos do inicio e tente associar essa
ideia com os exemplos.
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O Conceito de Estrutura Algébrica

Uma operacdo da uma estrutura matematica a um conjunto.

A algebra abstrata estuda operagoes e as propriedades de conjuntos
munidos de operacoes.

Dizemos que um par ordenado da forma
(4,.%)

ou seja, um conjunto e uma operacao sobre ele, que satisfaz determinadas
propriedades, é uma estrutura algébrica.

Ja vimos uma estrutura algébrica em aulas anteriores, a estrutura de corpo.
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O Conceito de Estrutura Algébrica

* Os conjuntos Q e R, como vimos, formam corpos, pois satisfazem 9
propriedades abaixo:

S0 a p\‘\/gckp:\—ef
) 1+(3+’Q=(°L+§ﬁ +% o) = (Y- ?
4'/:\) O(—{—ﬂ :3—\’% D'\) - - 3
A €+0 ==

J\\B 2 - L =~

‘) 4+ —=© _
1\3 Paday J\L\>§.¢—,¢:’:O/ oc,,)(—l____i

(D(\,S’\—\'\’\\otf\'tw'\&o\oh . 'LaQ OL-(:)_(.‘X)—_—-«.j -t'j('}

* Corpo é um exemplo de estrutura algébrica. Um corpo €, grosso modo, um
conjunto “bom” o suficiente para que se diga que seus elementos sao
numeros, ou seja, se comportam algebricamente como numeros.
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Operagoes com Vetores

Os vetores possuem um outro conjunto de propriedades.
Consideremos os vetores do plano R? como exemplo.
Vamos representar os vetores desse plano por u, v, w etc.

Vamos representar os escalares, ou seja, 0s numeros reais, por letras gregas
a, B,y etc.

Temos, por definicao, o vetor nulo, que é 0=01+0]= (0,0).

Para cada u = u,{ + u,,j, definimos o oposto aditivo de i como
—U = —U, i — uyj
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Operagoes com Vetores

~ - - s —
» As operagoes de soma entre vetores u + v e produto entre numero e vetor au
possuem as oito propriedades abaixo:

Comutatividade da Soma

Associatividade da Soma
Elemento Neutro da Soma

—u) = 0 Elemento Oposto da Soma

1-u=u Elemento Neutro do Produto
a(Bu) = (ap ueER?vVa,BeER Associatividade do Produto
(a+B)Uu=au+pPuvieR?,Va B eR Distributividade a Esquerda

ai+V)=au+av VUuveR:VaeR Distributividade a Direita
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O que significam essas propriedades?

As propriedades anteriores sao o que caracterizam um vetor como sendo um
vetor.

Cada uma dessas propriedades permite que os vetores desempenhem o seu
papel devido na geometria, na fisica e na engenharia.

Esse conjunto de propriedades das duas operacoes forma uma estrutura
algébrica/

Essa estrutura algébrica é chamada espaco vetorial.

O conjunto de todos os vetores do plano forma um espaco vetorial, que serve
de modelo a todos os outros, por mais simples ou complicados que sejam.
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Operagoes com Matrizes

Considere o conjunto M(3,2), das matrizes 3 X 2, ou seja, com trés linhas e duas
colunas.

Temos, entao:

myq1 My
M(3,2) ={ [M21 M2z ; ondem;; ER Vi=123 Vj=12

mszp; Mgy

Vocé pode verificar que o conjunto M (3,2) satisfaz as mesmas 8 propriedades
que os vetores do plano.

Nesse sentido, o conjunto das matrizes dois por trés, M(3,2), forma um espaco
vetorial.

Embora seus elementos sejam matrizes, de natureza distinta dos vetores, eles
compartilham da mesma estrutura, formando um espaco vetorial.
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Matriz Nula e Matriz Oposta

* O zero deste espaco é a matriz nula, 3 por 2:

0 0
0={0 O
0 0

 E, dada uma matriz

* asua oposta e a matriz

—aq1
—A =\|—"0Qax

—das3q
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Exemplo

e Mostre as propriedades i, iv e vii para o conjunto M(3,2).

Exercicio

* Mostre as demais propriedades para o conjunto M(3,2).
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As 8 Propriedades para o Conjunto M(3, 2)

» Voce pode verificar que o conjunto M (3,2) satisfaz as 8 propriedades abaixo:

A+B=B+A VABEM(32)
(A+B)+C=A+(B+C)VAB,CeM(3,2)

30€e M(3,2)talqueA+0=A VA € M(3,2)
vVAeM(3,2) 3 —AeM(3,2)talque A+ (—A) =0

v. 1-A=A VAeM@3?2)

vi a(BA)=(@B)A VAeM(32),VaBER
vii, (a+B)A=aA+BAVAEM®G32),VepBER
viii. a(A+B) =aA+aB VA,Be€ M(3,2),Va e R

* Portanto, podemos falar no Espago de Matrizes 2 por 3, que é M(2,3).
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A Estrutura Algébrica de Espa¢o Vetorial

* De forma mais geral, podemos dizer que um conjunto V no qual se definem uma
soma + e um produto por escalar - , de tal forma que, para seus elementos sejam
validas as oito propriedades abaixo

u+v=v+u VuvevV Comutatividade da Soma
u+v)+w=u+vV+w)Vuv,weyV Associatividade da Soma
J0eVtalqueu+0=uVueV Elemento Neutro da Soma
VueV 3 —-ueVtaque u+(—u) =0 Elemento Oposto da Soma

v. 1l-u=u VueV Elemento Neutro do Produto
vi a(Bu)=(@B)u VueV,Va,BER Associatividade do Produto
vi. (a+B)u=au+puvueV,VapfeR Distributividade a Esquerda
viii. a(u+v)=au+av VuveVVa€eR Distributividade a Direita

* Entdo este espaco (V,+, -) é chamado um espacgo vetorial (sobre o corpo R).
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Ja Temos Dois Exemplos

e O plano R? e seus vetores
* O espaco das Matrizes 2 por 3

* Quantos mais existem?
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0 Espaco R3 é um Espaco Vetorial

Os vetores do espaco também possuem as mesmas propriedades!

Lembre-se de que:

R3=RxRxR={(x,y,2) ; xy2z€R}

E o conjunto dos vetores do espaco tridimensional.

Exercicio: Prove que R3 com as operac¢des usuais é um espaco vetorial.

O que significa esse exercicio? Considere o vetor nulo do espaco, o oposto de
um dado vetor, a definicao de soma e de produto por escalar. Em seguida
verifique as 8 propriedades uma a uma.
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O Espaco das Matrizes 7 X 5

 Uma matriz 7 X 5 é uma matriz com 7 linhas e 5 colunas. Exemplo:

/—2 9 63 -5 11
27 =37 51 6 78

1 36 0 90 82
1

19 E 88 61 0
4 -7 34 -1 23
\ 3 =15 7 e —5

0 7 T 9 20

 Considere agora o conjunto M(7,5) de todas as matrizes com 7 linhas e 5
colunas.

* Como podemos tornar este conjunto M(7,5) um espaco vetorial?
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O Espaco das Matrizes m X n

* Vamos adicionar mais uma camada de abstracao.

* Agora, imagine M (m, n), o conjunto de todas as matrizes com m linhas e n
colunas.

 Entao:

a1 0 Qin
M(m,n) = : : ; ondeg;; ER Vi=1,..mVj=1,..,n

Am1  ° Omn

« Como podemos tornar este conjunto um espaco vetorial?

* Obs.: Outra notacdo comum é M(m X n).
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Quais sao os passos?

Definir a soma no espaco dado.

Definir como multiplicar por escalar.

Definir o elemento 0 do espaco.

Definir o oposto de um dado elemento.

Demonstrar a validade dos 8 axiomas de espaco vetorial.

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2024



Funcoes Podem ser VETORES???

Além dos espacos ja vistos:

e Vetores
e Matrizes

E além dos proprios numeros formarem um espaco vetorial, temos ...

.. 0S espacos vetoriais de fungdes.

Podemos somar funcdes e multiplica-las por escalar de forma que elas
tenham as mesmas propriedades algébricas que os vetores e as matrizes!
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O Espaco (Vetorial) das Fungodes F(R, R)

* Dadas duas funcgoes
ffR—DR e gR—R
* definimos a soma f + g como sendo a funcao f + g: R — R tal que:
(f +9)(x) = f(x) +g(x)

* ou seja, a funcao soma € a funcao que soma os valores das duas funcoes para
cada valor de x do dominio.
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O Espaco (Vetorial) das Fungodes F(R, R)

* Dada uma funcao

ffR— R

* e um numero real ¢ € R, definimos o produto af como sendo a func¢ao
af: R — Rtal que:

(af)(x) = a - f(x)

* ou seja, a funcao produto por escalar é a funcao que multiplica o valor da
funcao em cada ponto pelo escalar a.
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O Espaco (Vetorial) das Fungodes F(R, R)

A funcdo nula € a funcdo (representada também por 0)

0:R— R
* definida por

0(x) =0

* ouseja, afuncaonula 0: R — R é a funcdo que associa a cada namero real x
0 nUMmero zero.
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O Espaco (Vetorial) das Fungoes F (R, R)

A func¢do oposta a uma dada funcao f: R — R é

—f:R— R
* definida por
(=f)x) = —f(x)

* ou seja, a funcao oposta é simplesmente definida como associando a cada
valor x o valor oposto ao associado pela funcgao f.
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As 8 Propriedades para o Conjunto F (R, R)

» Vocé pode verificar que o conjunto F (R, R) satisfaz as 8 propriedades
abaixo:

f+g=g+fVvVfgeF(RR)
f+g+h=f+(g+h)VAB,CEeF (R, R)
J0eF(RR)talquef+0=A VfeF (R R)
vfeM(23) 3 —feF(R R)talque f+ (—f) =0

v. 1-f=f VfeF(RR)

vi a(Bf)=(ap)f vfeF (R R),Va,BER

vi. (a+B)f=af+BfVfeF (R R),VafpeER
vili. a(A+B) =af+ag VfgeF (R R)VaeR

* Portanto, podemos falar no Espa¢o das Fun¢des Reais, que é F (R, R).
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Resumindo ...

* Vimos que os vetores tem uma estrutura algébrica, chamada espaco vetorial.

* Vimos que essa estrutura pode ser encontrada em outros conjuntos, que nao
sao vetores, mas se comportam algebricamente como os vetores.

* Juntando todos os exemplos, temos os seguintes espacos vetoriais:

v O proprio conjunto dos numeros reais R.
v’ Os vetores do plano R? e do espaco R3.
v'O espaco M(m,n) das matrizes de uma ordem definida m X n.

v" O espaco das funcgdes reais F (R, R).
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Parte 11

Combinacoes Lineares
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Combinacao Linear de Dois Vetores

e As operacoes de produto por escalar e soma podem ser combinadas.

* Assim, podemos combinar dois ou mais vetores, obtendo a chamada
combinacao linear.

« Exemplo: dados os vetores do espaco:
u=-2i+3j—k
* Faca as combinacoes lineares abaixo:

a) 2u-—3v

-, 1o
—U+ -V
2
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Interpretacao Geométrica da Combinac¢io Linear

A figura abaixo ilustra uma combinacao linear de vetores u e v.

« Variando os valores dos escalares x e y, obtemos diferentes combinacoes
lineares w = xu + yv.
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Exemplo

Represente os vetores abaixo num plano cartesiano:

u=1+37

Depois, determine a combinacao linear

—

w=23Uu+2v

A seguir, determine essa combinacao geometricamente e compare 0s
resultados.
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Exercicio

Represente os vetores abaixo num plano cartesiano:

U

Depois, determine a combinacao linear

—

w = 5u+4v

A seguir, determine essa combinacao geometricamente e compare 0s
resultados.
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Combinacao Linear de Varios Vetores

* Podemos fazer combinacdes com trés ou mais vetores.

» Exemplo. Considere os vetores no espaco:
u=-21+3]—k

* Determine as cominacoes lineares abaixo:

a 2u—3v+w
b) —ﬁ-l-EV—ZV_V)
c) 4u+ 6vV+ 5w

d)
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Combinando Matrizes

O conceito de combinacao linear nao se aplica apenas a vetores do plano e
do espaco, ...

.. mas a qualquer espaco vetorial!

Isso porque ele depende apenas das operacdes de soma e produto por
escalar, que estao em qualquer espaco vetorial.

Em particular, podemos fazer combinacgao linear de matrizes.
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Combinando Matrizes - Exemplo

* Considere as matrizes abaixo, do espaco M (2,2):
(4 1
A= ( 2 3) ’
* Determine as combinacdes lineares abaixo:

a) SA—3B+C

b) —4C + 3B
A+B—-C

c) A
1 1
d) —EA+§C
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Combinando Func¢des

* Como o espaco das funcoes F (R, R) também é um espaco vetorial, podemos
fazer combinacoes lineares de funcdes.

* Exemplo. Considere as fungoes f, g, h: R — R definidas por
f(x) = —5x gx) =2x*—4x+10 e h(x) = =2+ x3
* Determine as combinacdes lineares abaixo:

a f+g+h

b) —Zf+g+5h
c) 3f —4g + 2h
d) 39-3f+3h
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Definicao Geral de Combina¢ao Linear

Defini¢do (Combina¢do Linear). Dado um espaco vetorial V, e dados
0S numeros reais ¢4, Cy, ..., C, € 0S vetores uq, Uy, ..., Uy, chama-se
combinacao linear ao vetor

V=cCui+cu,+ -+ c u,

Neste caso, dizemos que v pode ser expresso como combinacao linear
dos vetores uq, Uy, ..., Uy,.
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Expressando um Vetor como Combinac¢ao Linear
de Outros Vetores

 Exemplo 1. No espaco vetorial R?, considere os vetores

U=1+3] V=41 +]

 Como podemos descobrir se € possivel expressar o vetor
w = —51 4+ 8]

« como combinacdo linear de u e v?

* O mesmo pode ser feito com os vetores abaixo?
a) 61+ 6j

b) 371

c) —10j
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Expressando um Vetor como Combinac¢ao Linear
de Outros Vetores

» Exemplo 2. No espaco vetorial M(2 X 2):
(4 1
A= ( 2 3)

 Verifique se é possivel expressar as matrizes abaixo como combinacao de A e
B:

—10 5)

a) C=(5 6
b) 1=(é 2)

c) D= ((2) _37)

4 E :(—Zfo _—195)
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Expressando um Vetor como Combinac¢ao Linear
de Outros Vetores

» Exemplo 3. No espaco das fungdes F (R, R), considere as fun¢des definidas
pelas expressoes abaixo:

fo) =1, il =x , L) =x* , f3(x) =x°

* Determine se as fun¢des em F (R, R) abaixo podem ser escritas como
combinacgdes lineares das funcgoes f, g, h acima.

a) f(x) =14 —15x + 2x? — 2x3
b) gx)=-1-2x3
c) h(x) =50 — 5x? + 9x3 — 4x
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Expressando um Vetor como Combinac¢ao Linear
de Outros Vetores

» Exemplo 3. No espaco das fungdes F (R, R), considere as fun¢des definidas
pelas expressoes abaixo:

fi(x) = =5x £ (x) = 2x2 + 10 fi(x) = =2 + x3

* Determine se as fun¢des em F (R, R) abaixo podem ser escritas como
combinacgdes lineares das funcgoes f, g, h acima.

a) f(x) =14 —15x + 2x? — 2x3
b) gx)=-1-2x3
c) h(x) =50 — 5x? + 9x3 — 4x

Prof. Isaac Torres, UFPA, Faculdade de Fisica, 2024



Referéncias
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2014.
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entdao é importante como um estudo inicial prévio.
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Referéncia em portugués bastante acessivel e com varios exemplos, pode ser usada
como livro-texto da disciplina.
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» Serge Lang. Algebra Linear. Colecao
Classicos da Matematica. Editora Ciéncia Colecdo Classicos 0 Matematica
Moderna. PR

o | Algebra linear

» Este livro é consideravelmente mais avancado que os L. i e 1

anteriores e nao é recomendavel para uma disciplina

introdutoria. Ele é mais “matematico,” o que significa
que se aprofunda mais em aspectos tedricos e em
topicos geralmente reservados a disciplinas de fim de
graduacao em matematica ou mestrado em
matematica. Porém, possui muitos topicos que

podem ser Uteis para Fisica. Os Capitulos V, VII e VIII

sdo especialmente uteis para Mecanica Quantica. O

prof. Serge Lang tem muitos livros de algebra (nao so

linear), calculo e anadlise, para quem tiver interesse.

Infelizmente, poucos foram traduzidos para o

portugués.

.- -
LN ]
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Referéncias Avancadas

» Elon Lages Lima, Algebra Linear. Colecio
Matematica Universitaria, IMPA, 2014.

* Este livro é uma referéncia completa em algebra linear.
Cobre nao sé o conteudo de nossa disciplina, como
também tdpicos mais computacionais (decomposi¢ao de
matrizes e outros, Capitulos 17 e 22), tépicos mais
avancados que sao muito Uteis em Mecanica Quantica
(Capitulos 11 e 21, respectivamente, sobre adjunta e
espacos complexos). Ele ndo é adequado ao inicio de um
curso de graduacao, pois apresenta uma linguagem
bastante compacta e abstrata. Apesar disso, € um
excelente texto, tendo inclusive ganhado o prémio Jabuti
em 1996. Sendo assim, pode ser uma segunda ou
terceira leitura ao(a) leitor(a) interessado(a) em se
aprofundar no assunto, e adquirir um aprendizado mais
s6lido em matematica.
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